DAA D Deutscher Akademischer Austausch Dienst
German Academic Exchange Service

TEMPUS KOZALAPITVANY

Magyar-német (TKA-DAAD) kutatécsere projekt
Zaré6 beszamolé

A projekt adatai:

Nyilvantartasi szam: 307818

Projektcim: Metrizacio a Finsler geometriaban
Magyar projektvezetd neve: Dr. Muzsnay Zoltan

Magyar intézmény neve: Debreceni Egyetem

Német projektvezeté neve: Viadimir S. Matveev

Német intézmény neve: Friedrich-Schiller-Universitat, Jena
Tamogatasi id6szak: 2019-2021

A. A projektidészakban elvégzett munka 6sszefoglaldsa (max. 2 oldal)

A ,Metrizacié a Finsler-geometridban” ciml palyazatunk célja a palyastruktarak Finsler-metrizacios
problémajanak vizsgalata volt. Vizsgalataink kozéppontjdban a specidlis gorbileti tulajdonsagu
palyatereknek és metrikak, valamint a monokormatikus, vagy mas néven altalanositott Berwald-metrikak
alltak. Annak ellenére, hogy a palyazat altal tAmogatott id6szak masodik felében a COVID-19 virus altal
okozott jarvanyhelyzet jelentésen megnehezitette a kapcsolattartast és az egylttmiikodést, a
palyazatunkban megjel6lt valamennyi teriileten sikeriilt eredményeket elérniink. A rendelkezésiinkre allé
lehetéségeket igyekeztiink messzemenden kiaknazni: azon periddusokban, amikor lehetett utazni, akkor
személyes részvétellel vettiink részt k6zos konferencidkon és workshopokon, amikor pedig ez nem volt
lehetséges, akkor online konzultaciokat tartottunk.

Ami a tudomanyos eredményeket illeti, a palyazatunkban megjel6lt valamennyi teriileten sikerdilt Uj
tudomanyos eredményeket elérniink. Ezeknek egy része mar referalt nemzetkozi folyodiratokban meg is
jelent, illetve a benyujtas utani biralati fazisban van, tovabbi kéziratok pedig a publikalas el6tti el6készitd
stddiumban vannak. A német és magyar résztvevék kézos munkajat nagyban segitette, hogy a Vladimir
Matveev altal vezetett jénai geometriai kutatocsoport a palyazat kezdetén Debrecenben jart, és az itt
tartézkodasuk alatt igen intenziv munkakapcsolatot sikeriilt kialakitanunk. Toébb el6adas és szeminarium
keretében a kutatocsoportok tagjai tajékozddhattak a legfrissebb tudomanyos eredményekrél, az informalis
konzultacidk soran pedig kialakulhattak azok a szorosabb munkakapcsolatok, melyek a specialis teriileteken
az egylttmUkodést lehetévé tették. Egymas eredményeinek, technikajanak és médszereinek a megismerése
igen hasznosnak bizonyult. Az egyhetes intenziv kutatobmunka eredményesen zarult, tébb Gj eredmény
vazlata is megsziiletett.

A Finsler-metrizalhaté terek holonémiajanak vizsgalataban jelentés eredményeket értiink el, melyek
elméleti szempontbél igen jelentések. Korabbi vizsgalatokbdl mar ismert volt, hogy a Finsler-metrizalhaté
terek holonémia csoportja lehet véges, illetve végtelen dimenziés. A német kollégakkal k&zdsen
megvizsgaltuk, hogy melyik a generikus azaz a tipikus eset. A eredményeinket a német kutatécsoport
vezetdjével kézosen irt tudomanyos publikacidban irtuk le, melyet a terilet egy kiemelt (Q1-es szintl) The
Journal of Geometric Analysis folyoirataban sikeriilt publikalnunk. (B. Hubicska, V.S. Matveev, Z. Muzsnay,
Almost All Finsler Metrics have Infinite Dimensional Holonomy, The Journal of Geometric Analysis, volume
31, pages 6067-6079, 2021). Ez a cikk, illetve a benne foglalt eredmények tovabbi érdekes kérdéseket
vetnek fel. Remélem, hogy lehet6éségiink lesz a tudomanyos egylittmlkodést tovabb folytatni és a
vizsgalataink soran felmerilt tovabbi kérdéseket megvalaszolni.
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A Finsler-geometria kvantum-informacioelméletbeli alkalmazasahoz kapcsolédva megvizsgaltuk, hogyan
jelennek meg itt a holonémia transzformacidk és ezek milyen Uj fizikai jelenséghez vezethetnek. A terilet
legfrissebb eredményeit alapul véve, a kvantum informaciéelmélet Randers-modelljét hasznalva
ramutattunk, hogy egy spinnel rendelkezé kétfazisi kvantumrendszer magneses mezében a klasszikus
Riemann-modellhez képest egészen eltéré fizikai viselkedést illetve allapotokat mutathat.

Vizsgalatainkban kiemelt figyelmet kapnak a projektiv metrizalhatésagi vizsgalatok. Itt olyan metrikus
struktara |étezését vizsgaljuk, melynek a geodetikusai egy adott palyastruktira geodetikusaival -
atparaméterezés erejéig - megegyeznek. A metrika létezése egy parcialis differencialtegyenlet-rendszer
megoldhatosagara vezethet6 vissza, mely erésen tuldeterminalt, igy altalaban nem létezik megoldas.
Els6ként sikeriilt olyan eredményeket kapnunk, ahol a struktura goérbileti tenzora nem izotrép. Az
eredményt nemzetkozi folydiratban publikaltuk.

Vizsgalataink tovabbi kiemelt teriilete az altalanositott Berwald-terek vizsgalata. A Finsler-metrikaval
kompatibilis linearis konnexidinak meghatarozasara mindeddig csak bizonyos specialis esetekben volt
iranymutaté eljaras: Id. pl. a szemi-szimmetrikus linearis konnexiok esetét, melyek torzidja (az atlagolasi
modszer alkalmazasaként) kifejezheté a Finsler-metrikdbol szdrmazd belsé geometriai mennyiségek
segitségével. Az atlagolasi eljaras soran fellépd integralformuldk azonban komoly technikai nehézséget
jelentenek. A kutatomunka itt a keresési eljards egyszer(lsitését célozta részben specidlis Finsler-
metrikakkal rendelkezé terek esetében (ld. Randers-terek), részben alacsony dimenzids esetben (lId.
haromdimenzids terek), részben pedig Gj modszereket keresve (ld. extremalis kompatibilis linearis
konnexidk). A 3-dimenzios altalanositott Berwald-terek esetében sikerilt explicit eredményt elérni a
totalisan antiszimmetrikus torziétenzorral rendelkezé kompatibilis linearis konnexiok esetében, illetve
altalanos eljarast is kidolgoztunk a kompatibilis linearis konnexié meghatarozasara. Az altalanositott
Berwald-terek elméletében elért legfontosabb eredmény a kompatibilis linearis konnexié |étezésének
eldontése, illetve explicit eléallitdsa bels6 geometriai adatokra tamaszkodo eljarassal. A futamidé alatt
kifejlesztett modszeriink az extremalis kompatibilis linearis konnexié fogalmara épll, mely a torziétenzor
normajat pontonként minimalizalja. Az igy adodo feltételes szélsGértékproblémara egy algoritmikus
megoldast sikerilt talalni, Randers-metrikdk esetén pedig explicit moédon sikeriilt meghatarozni az
extremalis kompatibilis linearis konnexiot.

B. A ko6z6s projekt eredményei (max. 2 oldal)

Konkrétan az alabbi témakban sikeriilt eredményeket elérniink:

e Hubicska B., Matveev, V., Muzsnay Z.: Almost all Finsler metrics have infinite dimensional holonomy
group, The Journal of Geometric Analysis volume 31, 6067-6079 (2021)

A cikket a projekt szempontjabol kiilondsen fontosan tartom, mert a német és magyar résztvevék
igen effektiv k6zés munkajanak az eredménye ez a kdzos publikacio (a tarsszerzénk V. Matveev, a
német kutatécsoport vezetdje). A cikkben azt vizsgaljuk, hogy a parhuzamos eltolas altal
szarmaztatott Ugynevezett holonémia csoport generikus esetben vajon véges vagy végtelen
dimenzids-e. A magyar résztvevéknek a Funk-metrika holonémia-csoportjara vonatkozé korabbi
eredményeit, valamint a német projektvezeté6 Riemann-geometridban hasznalt technikajat
felhasznalva sikeriilt megmutatnunk, hogy minden Finsler-metrika infinitezimalisan deformalhaté
egy olyan metrikava, melynek holonémia-csoportja végtelen dimenziés. igy megmutattuk, hogy a
generikus esetben egy Finsler-tér holonémia-csoportja végtelen dimenziés. Ezen eredményekrél a
,Differential Geometry and its Applications” cimi konferencian (2020, Hradec Kralove, Csehorszag),
a,Workshop Connections, Symmetries and Finsler Geometry" (Jena, 2020), illetve a ,The 55th
Symposium on Finsler Geometry” (Online konferencia, Sapporo, Japan) konferencidkon a cikk egyik
szerz6je meghivott el6adoként tudomanyos eléadast tartott.
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Hubicska B., Muzsnay Z.: Holonomy in the quantum navigation problem, Quantum Information
Processing, DOI: 10.1007/s11128-019-2438-8, (2019) 18:325

A cikkben olyan jelenséget vizsgalunk, mely a Finsler terek holonémiajanak témakérében mind
elméleti, mind gyakorlati szempontbol érdekes lehet. A kvantum-informacidelmélet friss
eredményeit felhasznalva az 1/2-spin(i kétfazisa kvantumrendszer viselkedését vizsgaltuk magneses
mez6ében a Randers-modell segitségével. A holondmia-struktira felhasznalasaval ramutattunk,
hogy a kapott fizikai rendszer a klasszikus Riemann-modellhez képest (j jelenséget mutat: a
lehetséges allapotok szama az 1-dimenziés forgascsoport helyett a kor diffeomorfizmus-
csoportjanak egy végtelen dimenzios részcsoportjaval irhato le.

Muzsnay Z. Milkovszki T: About the projective Finsler metrizability: First steps in the non-isotropic
case, Balkan Journal of Geometry and Its Applications, Volume 24 (2019), No. 2 pages: 25-41:

A cikkben olyan metrikus struktira létezését vizsgaljuk, melynek a geodetikusai egy adott
palyastruktira geodetikusaival - atparaméterezés erejéig - megegyeznek. A metrika létezése egy
parcialis differencialtegyenlet-rendszer megoldhatésagara vezetheté vissza, mely erésen
tuldeterminalt, igy altaldban nem létezik megoldas. Els6ként sikerlilt olyan eredményeket kapnunk,
ahol a struktara gorbiileti tenzora nem izotrép. A cikkben a német projektvezeté Vladimir Matveev
eredményeit felhasznaljuk, és ezekre hivatkozunk.

Cs. Vincze, On compatible linear connections with totally anty-symmetric torsion tensor of three -
dimensional generalized Berwald manifolds, Beitrage zur Algebra und Geometrie, volume 61, pages
117-128 (2020)

A dolgozatban szerepel a kompatibilis linearis konnexié torzidjanak kifejezése az atlagolasi eljaras
segitségével, masrészt pedig levonjuk a differencialtopolégiai kovetkezményeket.

Cs. Vincze, M. Olah, L. Muhsin, On the divergence representation of the Gauss curvature of
Riemannian surfaces and its applications (Rend. del Circ. Mat. di Palermo, 08 November 2018):

Ha az A&ltalanositott Berwald-tér Finsler metrikaval kompatibilis linearis konnexidja szemi-
szimmetrikus, akkor az atlagolasi eljaras lehetévé teszi a torzid - s ezaltal a linearis konnexio -
kifejezését a Finsler metrikdbdl szarmazé belsé geometriai mennyiségek segitségével. Az atlagolasi
eljaras soran fellépd integralformuldk azonban komoly technikai nehézséget jelentenek mar az
alacsony dimenziés esetekben is. A palyazat célkitlizéseihez csatlakoz6é dolgozatban sikerilt a
keresési eljarast jelentésen egyszer(siteni a csatolt Riemann metrika gorbiletének divergencia-
reprezentacidja segitségével. Differencialtopologiai megszoritasok (Euler karakterisztika) adédtak és
kidertlt, hogy a konstans gorbiiletli Riemann feliiletek koziil csak a hiperbolikus sik esetén
lehetséges olyan Riemann-féle értelemben metrikus linearis konnexiét talalni, mely Finsler-féle
értelemben atmetrizalhaté, azaz kompatibilis egy, az alapsokasagon adott Finsler metrikaval is. Az
eredményeket 0sszefoglalo eléadast tartott Cs. Vincze ,On generalized Berwald surfaces” cimmel a
Scientific meeting Honoring Lajos Tamassy on the occasion of his 95th birthday, 2018, University of
Debrecen, Debrecen, Hungary konferencian.
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C. Az egyiittmiikédés tovabbi szempontjai: (max. 3 oldal)

1. Mennyiben alapulnak a projekt elért eredményei a német-magyar egyiittmiikédésen?

A projekt szempontjabél kiemelt jelentésséglinek tartom a Hubicska B., Matveev, V., Muzsnay Z.: Almost
all Finsler metrics have infinite dimensional holonomy group, The Journal of Geometric Analysis volume 31,
6067-6079 (2021) cikk eredményeit, hiszen kivaléan demonstralja az egytttmiikodés hasznossagat és
szinvonalat. A Vladimir Matveev altal vezetett jénai geometriai kutatécsoport elsé Debreceni latogatasakor
igen intenziv munkakapcsolat alakult ki a német és a magyar résztvevék kozott. Tobb eléadas és
szeminarium keretében a kutatécsoportok tagjai tajékozddhattak a legfrissebb tudomanyos
eredményekrél, az informalis konzultacidk soran pedig kialakulhattak azok a szorosabb munkakapcsolatok,
melyek a specialis teriileteken az egylittmikodést lehetdvé tették. Egymas eredményeinek, technikajanak
és modszereinek a megismerése igen hasznosnak bizonyult. A magyar kutatok tébb el6adast is tartottak a
Finsler-terek holonémia strukttrajarol, mig V. Matveev a Riemann-sokasagok elméletében alkalmazott
technikat ismertette, mely alapjan a generikus esetben a holonémia vizsgalhaté. Ezek ismeretek
kombinalasa, illetve ezeken alapulé tovabbi eredmények tették lehetévé, hogy a cikkben leirt tudomanyos
eredmény megsziilessen. Az eredmények jelentés nemzetkozi visszhangot valtottak ki: vezeté nemzetkozi
folyoiratban sikertlt publikalni, illetve tobb nemzetkozi konferencian meghivott el6adéként tartottunk az
eredményekbdl el6adast (Csehorszag, Németorszag, Japan).

A kompatibilis linearis konnexio létezésének elddntése, illetve explicit eléallitasa belsé geometriai
adatokra tadmaszkodd eljarassal (azaz az extremalis kompatibilis linearis konnexiéra tamaszkodé
modszeriink) a projektben kézrem(ik6dé V. Matveev és N. Bartelmess egy kozds, a monochromatkus
Finsler-terekkel kapcsolatos eredményét is felhasznalja. Ezzel szinkronban a német partnerek altal a
projekt keretén belll elkészitett Nina Bartelmess és Julius Lang, ,On Finsler surfaces that are both Douglas
and generalized Berwald” (Publ. Math. Debrecen 2020, Vol. 97. dolgozat, tovabba Juliul Lang ,Three
Projective Problems on Finsler Surfaces” cim( doktori disszertacioja hivatkozasokat tartalmaz tébb olyan
cikkre, mely a magyar résztvevék eredményeit tartalmazzak. Ezek a hivatkozasok a magyar fél témaba vago
eredményeinek alapos ismeretét tikrozik.

2. Hogyan befolyasolta a tAmogatas a projekt elémenetelét?

A projekt keretében és tamogatasaval szakmai talalkozét szerveztiink, ahol mind a magyar, mind pedig a
német résztvevok ismertették a mar kordbban elért eredményeiket, k6zos célokat fogalmaztunk meg és
egyeztettliik a megoldasra vonatkozo elképzeléseket. Tobb tudomanyos eléadas is megvalésult a palyazati
tdmogatas segitségével. K6z6s konferencidkat szerveztiink Debrecenben, illetve Jénaba. A teljesség igénye
nélkal néhany eléadas:

e Saberali, S. (University of Jena): Conformally related Douglas metrics, Debrecen-Jena Geometry
meeting;

* Muzsnay Z. (University of Jena): Sprays metrizable by Finsler functions of constant flag curvature
Debrecen-Jena Geometry meeting;

e Vincze Cs. (Debreceni Egyetem): On generalized Berfald surfaces: methods and examples,
Debrecen-Jena Geometry meeting;

e Muzsnay Z. (Debreceni Egyetem): Some results on the Finsler metrizability, New Methods in
Differential Geometry

e Schumm J. (University of Jena) C-projective equivalence, quantum integrability of the geodesic flow
and separation of variables for Schrédinger's equation

® Muzshay Z. (Debreceni Egyetem): Tangent algebra of a diffeomorphism group and ts application in
the holonomy theory, 8th Thuringian Geometry Day

e Muzsnay Z. (Debreceni Egyetem): The inverse problem of the calculus of variations and the problem
of metrizability, Connections, Symmetries and Finsler Geometry
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Az el6adasokon tal informalis konzultacidk segitették a k6zos munkat. Ezen tdlmenéen a projekt
lehetéséget biztositott az eredmények bemutatasra nemzetk6z konferencian és hazai férumon is: The 55th
Symposium on Finsler Geometry (Sapporo, Japan, online konferencia), Kerékjarté Szeminarium (Bolyai
Intézet, Szegedi Tudomanyegyetem), Thuringian Geometry Day (Jéna, Németorszag), Differential Geometry
and its Applications” (Hradec Kralove, Csehorszag), Szegedi Geometria Nap (Szegedi Tudomanyegyetem).

3. Hogyan csatlakozott a masodik évi munka az els6 év eredményeihez?

Az Altalanositott Berwald-terek elméletében a Riemann- és a Finsler-geometria egymasra épiil. A ketté
kozotti kapcsolatot egy mindkét struktlraval kompatibilis linearis konnexié jelenti, s mindaz, ami egy
konnexié jelenlétével 6sszefligg: palyastruktira, parhuzamos eltolas stb. Az elsé tAmogatasi szakaszban a
legjelentésebb eredményeket két-, illetve hdromdimenzidés esetben sikerlilt elérni, melyek legszebb része
azoknak a differencialtopolégiai, illetve gorbiileti tulajdonsagoknak a felfedése, amiket az emlitett -
meglehetésen Osszetett - geometriai struktira kényszerit az alapsokasdgra (az Euler karakterisztika
eltlinése, konstans gorblilet sth.) A masodik szakaszban a haromdimenzids terek esetében mar nem csak a
totalisan antiszimmetikus kompatibilis linearis konnexiét sikeriilt leirni, hanem A&ltaldnos moddszert
dolgoztunk ki a kompatibilis linearis konnexidk |étezésének eldontésére. Az extremalis kompatibilis linearis
konnexiéra éplilé mdédszeriink pedig megoldotta a problémat magasabb dimenziés terek esetében is.

4. Milyen szempontbdl volt jelent6s a projekt a fiatal kutaték tapasztalatszerzése, szakmai fejlédése
szempontjabol?

Az elért tudomanyos eredményeken kivil a projekt legnagyobb jelentésége a fiatal kutatok bevezetése a
nemzetkozi tudomanyos kutatocsoportok muikddésébe. Tapasztalt, szakmailag elismert kutatok
segitségével nemcsak bepillantast nyerhettek a kutatasszervezés, problémafelvetés legfontosabb kreativ és
technikai moddszereibe, hanem aktivan bekapcsolddhattak jelentés geometriai témak fejlédésébe is. A
nemzetkozi kutatéi kornyezet tovabbi elényeit is megtapasztalhattdk: tudomanyos és szocialis
kapcsolatokat alakithattak ki leendd kollégaikkal, valamint idegen nyelvi gyakorlatot szerezhettek mind
hétkoznapi, mind szaknyelvi téren. A kutatasok egy-egy szenior kutaté vezetésével csoportbontasban
folytak, ami lehetéséget adott a kdzvetlen munkakapcsolat kialakitasara.

5. Sorolja fel azokat a hazai vagy kiilfoldi tudomanyos kdzleményeket és publikaciokat, amelyek az
egylittmiikodés eredményeként jelentek meg!

a) Hubicska B., Matveev, V., Muzsnay Z.: Almost all Finsler metrics have infinite dimensional holo-
nomy group, The Journal of Geometric Analysis volume 31, 6067-6079 (2021)

b) Hubicska B., Muzsnay Z.: Holonomy in the quantum navigation problem, Quantum Information Pro-
cessing, DOI: 10.1007/s11128-019-2438-8, (2019) 18:325

¢) Muzsnay Z. Milkovszki T: About the projective Finsler metrizability: First steps in the non-isotropic
case, Balkan Journal of Geometry and Its Applications, Volume 24 (2019), No. 2 pages: 25-41:

d) Cs. Vincze, M. Olah: On generalized Berwald manifolds of dimension three, accepted for publication
in Publ. Math. Debrecen.

e) Cs. Vincze, M. Olah: On the extremal compatible linear connection of a Randers space, J. of Geom.
111 (19) (2020),

f) Cs. Vincze: On the extremal compatible linear connection of a generalized Berwald manifold, accep-
ted for publication in Aequat. Math.
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g) Cs. Vincze: On compatible linear connections with totally anty-symmetric torsion tensor of three-
dimensional generalized Berwald manifolds, Contributions to Algebra and Geometry, Vol. 61 (1)
(2020), pp. 117-128.

6. Milyen akadalyokat vagy problémakat érzékelt a projekt végrehajtasa soran?

A palyazat altal tdmogatott id6szak masodik felében a COVID-19 virus altal okozott jarvanyhelyzet
jelentésen megnehezitette a tudomanyos egytittmikodést. A jarvanyhelyzet silyosbodasa miatt bevezetett
utazasi korlatozasok, illetve késdbbi zarlat nemcsak a nemzetk6zi, de még az azonos orszagban, illetve
azonos egyetemeken dolgozé kollégdk kapcsolattartasat és egyiittm(koédése is rendkiviili mddon
megnehezitette. A kivételes helyzet ellenére sikeriilt tovabb dolgoznunk és (j tudomanyos eredményeket
elérniink. A rendelkezésiinkre all6 lehet6ségeket igyekeztiink messzemenden kiaknazni: azon
peridédusokban, amikor lehetett utazni, akkor személyes részvétellel vettlink részt kozos konferencidkon és
workshopokon, amikor pedig ez nem volt lehetséges, akkor online konzultaciokat tartottunk. Sokat segitett
ebben a palyazat tamogatasi id6szakanak meghosszabbitasa is.

7. Mi a legjelent6sebb szakmai eredmény, amit kiemelne a projektegyiittm(ikédés kapcsan?

A projekt szempontjabél a legjelentésebb eredményének a Hubicska B., Matveev, V., Muzsnay Z.: Almost all
Finsler metrics have infinite dimensional holonomy group, (The Journal of Geometric Analysis volume 31,
6067-6079, 2021) cikk eredményeit tartom: egy nemzetkozileg aktivan kutatott tertileten sikerlt olyan (j
eredményeket elérni, amelyek alapvetéen jarulnak hozza a téma mélyebb megértéséhez. A cikkben leirt
tudomanyos eredmények igen pozitiv nemzetkézi érdekl6dést valtottak ki: egy vezeté nemzetkozi (Q1-es)
folyoiratban sikerilt ezeket publikalni, illetve toébb nemzetkozi konferencidn meghivott el6éadéként
tartottunk ezekbél az eredményekbdl eléadast (Csehorszag, Németorszag, Japan).

8. Van-e olyan javaslat, amivel médositana a palyazati felhivas és végrehajtas szempontjait a jévore
nézve?

A palyazat célja, kezelése, rugalmassaga megfelel6 volt. Kiilondsen fontos volt ez a Covid-19 virushelyzet
miatt kialakult rendkiviili helyzet miatt. Az egyetlen pont, ahol javitani lehetne, illetve kellene a palyazat
lebonyolitasan az az, hogy a palyazati peridédus elején viszonylag hosszabb idészak kellett ahhoz, hogy a
német partnerek ténylegesen megkapjak a tamogatas Osszegét, ami némi kellemetlenséget, illetve
szervezési nehézségeket okozott a palydzat elsé idészakdban. Viszont amennyire tudom ez nem a
palyazatot kezelé apparatuson, hanem egyéb, rajtuk kiviil allé tényezékén mulott. Osszességében igen
pozitivan értékelem a palyazattal kapcsolatos tapasztalataimat.

Kelt: Debrecen, 2021. december 4-én. |
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